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31 ΜΑΪΟΥ 2005 

 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ & ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 
ΘΕΜΑ 1ο 
 
Α.1. Θεώρηµα ενδιαµέσων τιµών (σχολ. βιβλίο σελ. 194). 
 
Α.2. Η ευθεία  y = λx + β  λέγεται ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης 

της  f  στο  +∞,  αν [ ] 0)()(lim =+−
∞+→

βλxxf
x

. 
 
Β.  
α → Λ, β → Λ, γ → Σ,  δ → Σ  ε → Λ,  ΣΤ → Σ 
 
 
ΘΕΜΑ 2ο 
 
α. Από τη σχέση  3321 === zzz  έχουµε: 
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β. Αρκεί (*) να δειχθεί ότι: 
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*  Ισχύει ότι IR∈⇔= zzz  
γιατί αν z = α + βi  τότε iz βα −=  άρα )1(2 izz β=− . 
Έτσι IR0

)1(
∈⇔=⇔= zzz β  

 
γ. α' τρόπος 
 
Είναι: 
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 β' τρόπος 
 
Είναι: 
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Η τελευταία ισχύει προφανώς, άρα και η αρχική. 
 
 
ΘΕΜΑ 3ο 
 
α. H  f  είναι παραγωγίσιµη στο �  ως σύνθεση παραγωγισίµων 
συναρτήσεων σ' αυτό, µε  f ΄(x) = (e 

λx)΄ = e 

λx ⋅ (λx)΄ = λe 

λx, x ∈ � . 
Είναι  λ > 0, e 

λx > 0  για κάθε  x ∈ � , οπότε  f ΄(x) > 0  για κάθε  x ∈ � . Άρα  f  
γνησίως αύξουσα στο � . 
 
β. Έστω (x0, f (x0)) οι συντεταγµένες του σηµείου Μ. Τότε η εξίσωση της 
εφαπτοµένης στο Μ είναι  
(ε): )x(xλeey)xx)(x(f)f(xy 0

λxλx
000

00 −=−⇔−=− ΄ . 
Για να διέρχεται η (ε) από την αρχή των αξόνων πρέπει και αρκεί: 

λ
1x)xλ(1)x(0λee0 000

λxλx 00 =⇔−=−⇔−=− . 
Έτσι η (ε) γίνεται: 
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λexy)λ
1λe(xey =⇔−=− . 

Οι συντεταγµένες του Μ είναι: e),λ
1M( . 

 
γ.  

M( e)   ,
B(0,1)

A(   ,0)Ox' x

y'

y

e

1
λ

1
λ

(ε)

 Το ζητούµενο εµβαδόν όπως φαίνεται από το σχήµα ισούται µε: 
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Για κάθε  λ > 0  είναι: 
1ηµλ1 ≤≤−  ⇔ 3ηµλ21 ≤+≤  ⇔ .λ

3
λ
ηµλ2

λ
10 ≤

+
≤<  

Όµως 03lim1lim =


=



+∞→+∞→ λλ λλ

, οπότε µε βάση το κριτήριο παρεµβολής είναι 

0λ
ηµλ2lim

λ
=

+
+∞→

, ενώ 0λ
ηµλ2
>

+ . 

Έτσι +∞=
++∞→

λ
ηµλ2
1lim

λ
 και αφού 0

2
2
>

−e  προκύπτει τελικά ότι  

+∞=
+

⋅
+∞→ ηµλ2

)E(λλlim
2

λ
. 

 
 
ΘΕΜΑ 4ο 
 
α. Από τη δοσµένη σχέση )()(2 xfxexf΄ −

=  για κάθε x ∈ �   έχουµε: 
 

ή)()(2 xfe
xexf΄ =  
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ή)(2 )( xxf eexf΄ =  
 

ή2
1)( )( xxf eexf΄ =  

 
( ) ή2

1)( xxf e΄e =  
 
( ) ⇔



=

΄x΄xf e
e

2
)(  

 
Cee

x
xf +=
2

)( , C ∈ � . 
 
Για  x = 0  έχουµε: Cee f +=

2

0
)0(  

 
η οποία λόγω του ότι  f(0) = 0  γράφεται: 
 

2
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2
11

2

0
0 =⇔+=⇔+= CCCe e . 

 
Οπότε: 

2
1

2
1

2
)()( +
=⇔+=

x
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x
xf e

e
e

e . 
 
Άρα: 



 += 2

1ln)(
xexf . 

 
 
β. Θέτουµε x − t = u.  
∆ιαφορίζουµε την τελευταία και βρίσκουµε  du = −dt.  
Επιπλέον για  t = 0  είναι  u = x,  ενώ για  t = x  είναι  u = 0. 
Έτσι: 
∫ ∫∫ =−=−

x x

x

duufduufdttxf
0 0

0

)()()(  
Εποµένως: 
 

x
duuf

x
dttxf

x

x

x

x ηµ
)(

limηµ
)(

lim 0

0

0

0

∫∫
→→

=

−
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Η  f  είναι συνεχής στο  � , οπότε η  ∫x duuf
0

)(  είναι παραγωγίσιµη στο  �   µε 

)()(
0

xfduuf
΄x

=



 ∫ . 
 
Επειδή η  ∫ x duuf

0
)(   είναι παραγωγίσιµη στο  �   θα είναι και συνεχής σ' 

αυτό. 

Εποµένως: 0)0(συν0
)0(

συν
)(lim)(ηµ

)(
limηµ

)(
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====
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x
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x
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x

x

x
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(Η  f  είναι παραγωγίσιµη στο  � , άρα είναι και συνεχής σ' αυτό.) 
 
γ. Είναι 

∫∫∫∫∫ −

−−

−=+==
x

0

2005
x

0

2005
x

0

2005
0

x

2005
x

x

2005 f(t)dttf(t)dttf(t)dttf(t)dttf(t)dtth(x) . 
Αν θεωρήσουµε τη συνάρτηση  φ (t) = t2005 ⋅ f (t)  η  h (x)  γράφεται: 

∫∫ −

−=

x

0

x

0

φ(t)dtφ(t)dth(x) . 

Η  φ (t) = t2005 ⋅ f (t)  είναι συνεχής στο � , άρα η συνάρτηση ∫= x

0

φ(t)dtκ(x)  

είναι παραγωγίσιµη στο �  µε  κ΄ (x) = φ (x) = x2005 ⋅ f (x), όπως επίσης είναι 
παραγωγίσιµη και η συνάρτηση ∫−=−

x

0

φ(t)dtx)κ(  ως σύνθεση των 
παραγωγισίµων  − x, κ (x), µε (κ (−x))΄ = φ (− x)(− x)΄= − φ (−x). 
Εποµένως  
h΄ (x) = (κ (x) − κ (−x))΄= φ (x) − φ (−x) = x2005f (x) − (−x)2005f (− x) =  
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x

xx
2005

x

x
2005 xxxlnex1)(e

)e(1elnx
e
11
e1lnx =⋅=⋅=





+
+⋅=















+
+⋅= . 

Ακόµα η 
2007

2007xxg =)(  είναι παραγωγίσιµη στο �  µε 2006
2006

2007
2007 xxxg΄ =⋅=)( . 

Επειδή  h ΄(x) = g ΄(x)  για κάθε  x ∈ �   είναι  h (x) = g (x) + c, c ∈ � . 
Όµως για  x = 0  είναι  h (0) = g (0) = 0, άρα  c = 0. 
Εποµένως  h (x) = g (x)  για κάθε  x ∈ � . 
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δ. Η εξίσωση 2008
1)(2005

=∫
−

x

x
dttft  λόγω του ερωτήµατος  γ  γράφεται 

ισοδύναµα 
2008
1

2007

2007

=
x  ⇔ 2008x2007 − 2007 = 0 

 
Θεωρούµε τη συνάρτηση  
P (x) = 2008x2007 − 2007, x ∈ [0, 1]. 
⋅ Η  P  είναι συνεχής στο � , άρα και στο [0, 1] ως πολυωνυµική. 
⋅ P (0) = − 2007 < 0  κ' 
⋅ P (1) = 1 > 0 
Εποµένως, σύµφωνα µε το θεώρηµα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον 
x0 ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε  P (x0) = 0. 
Επιπλέον η  P (x)  είναι παραγωγίσιµη στο  �   ως πολυωνυµική, άρα και στο 
[0, 1] µε  P ΄(x) = 2008 ⋅ 2007x2006. 
Είναι  P ΄(x) > 0 για κάθε  x ∈ (0, 1)  οπότε η  P  είναι γνησίως αύξουσα στο 
(0, 1). 
Άρα η  P (x) = 0 έχει ακριβώς µία ρίζα στο (0, 1). 
 
 
 


