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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Απόδειξη ιδιότητας λογαρίθμων, σελίδα 175 σχολικού βιβλίου. 

 

Α2. Ορισμός μονοτονίας συνάρτησης, σελίδα 31 σχολικού βιβλίου. 

 

Α3. Σωστή απάντηση η Β) 𝑥 − 3𝑦 = −5.  

To (Σ) {
2𝑥 + 𝑦 = 4
𝑥 − 3𝑦 = −5

  έχει μοναδική λύση την 

(𝑥, 𝑦) = (1,2) αφού {
2𝑥 + 𝑦 = 4
𝑥 − 3𝑦 = −5

|⬚
−2
 ⟺ {

2𝑥 + 𝑦 = 4
−2𝑥 + 6𝑦 = 10

 ⇔ 

⇔  {
7𝑦 = 14
2𝑥 + 𝑦 = 4

⟺  {
𝑦 = 2
𝑥 = 1

 

 

Α4. α) Λάθος 

β) Λάθος 

γ) Σωστό 

δ) Λάθος 

ε) Σωστό 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. 𝑃(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥3 + 𝑥 − 2 = 0. 

Πιθανές ακέραιες ρίζες οι ±1,±2. 

Κάνουμε σχήμα Horner για 𝜌 = 1 
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1 0 1 - 2 ρ = 1 

↓ 1 1 2  

1 1 2 0  

 

Από την ταυτότητα της διαίρεσης παίρνουμε 

𝑥3 + 𝑥 − 2 = (𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 2)  άρα (𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 2) = 0 ⇔ 

𝑥 − 1 = 0 ή 𝑥2 + 𝑥 + 2 = 0 ⟺ 𝑥 = 1.  

Η εξίσωση 𝑥2 + 𝑥 + 2 = 0 είναι αδύνατη στο σύνολο ℝ αφού 

Δ = 1 − 8 = −7 < 0. 

Άρα η εξίσωση 𝑃(𝑥) = 0 έχει μοναδική λύση την 𝑥 = 1. 
 

Β2. Αφού τα 𝑃(𝑥), 𝑄(𝑥) έχουν κοινή λύση, η 𝑥 = 1 είναι ρίζα και του πολυωνύμου 𝑄(𝑥). 

Άρα 𝑄(1) = 0 ⇔ 1 − 𝑎 + 11 − 𝑎 = 0 ⇔ 12 = 2𝑎 ⇔ 𝑎 = 6. 

Για 𝑎 = 6 είναι 𝑄(𝑥) = 𝑥3 − 6𝑥2 + 11𝑥 − 6, 𝑥 ∈ ℝ. 

 

B3. 𝑄(𝑥) ≤ 0 ⇔ 𝑥3 − 6𝑥2 + 11𝑥 − 6 ≤ 0. 

Κάνουμε σχήμα Horner για το 𝑄(𝑥) και 𝜌 = 1. 

1 -6 11 -6 𝜌 = 1 

↓ 1 -5 6  

1 -5 6 0  

 

Έτσι 𝑥3 − 6𝑥2 + 11𝑥 − 6 = (𝑥 − 1)(𝑥2 − 5𝑥 + 6) οπότε 

(𝑥 − 1)(𝑥2 − 5𝑥 + 6) ≤ 0.  

Οι ρίζες της εξίσωσης 𝑥2 − 5𝑥 + 6 = 0 είναι οι 2, 3.  

Άρα 𝑄(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 = 1 ή 𝑥 = 2  ή  𝑥 = 3.  

Κάνουμε πίνακα προσήμου: 

𝑥 -∞                  1                        2                       3                 +∞ 

𝑥 − 1 ⎯ + + + 

𝑥2 − 5𝑥 + 6 + + ⎯ + 

𝑄(𝑥) ⎯ + ⎯ + 
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Από τον πίνακα προκύπτει ότι 𝑄(𝑥) ≤ 0 ⇔ 𝑥 ∈ (−∞, 1] ∪ [2,3]. 

 

B4. Α΄ τρόπος 

Η γραφική παράσταση της 𝑓 προκύπτει από οριζόντια μετατόπιση της γραφικής 

παράστασης 𝑦 = 𝑄(𝑥) κατά μία μονάδα προς τα αριστερά. Αφού η γραφική παράταση της 

𝑦 = 𝑄(𝑥) τέμνει τον 𝑥′𝑥 άξονα στα σημεία  

𝑥1 = 1,  𝑥2 = 2, 𝑥3 = 3 η 𝐶𝑓 θα τέμνει τον 𝑥′𝑥 άξονα στα σημεία με τετμημένη 𝑥′1 =

0,  𝑥′2 = 1, 𝑥′3 =2. 

Άρα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της 𝑓 με τον x’x άξονα τα Α(0,0), Β(1,0) και 

Γ(2,0). 

Β΄ τρόπος 

Θα λύσουμε την εξίσωση 𝑓(𝑥) = 0 ⇔ 𝑄(𝑥 + 1) = 0. 

Θέτουμε 𝑢 = 𝑥 + 1 οπότε η εξίσωση γίνεται 𝑄(𝑢) = 0. Η τελευταία έχει ρίζες 𝑢 = 1 ή 𝑢 =

2 ή 𝑢 = 3 και επειδή ισχύει 𝑥 = 𝑢 − 1 παίρνουμε 𝑥 = 0 ή  

𝑥 = 1 ή 𝑥 = 2.   

Άρα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της 𝑓 με τον x’x άξονα τα Α(0,0), Β(1,0) και 

Γ(2,0). 

Γ΄ τρόπος 

Αφού 𝑄(𝑥) = 𝑥3 − 6𝑥2 + 11𝑥 − 6 θα είναι 

𝑓(𝑥) = 𝑄(𝑥 + 1) = (𝑥 + 1)3 − 6(𝑥 + 1)2 + 11(𝑥 + 1) − 6  ή  

𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 3𝑥2 + 3𝑥 + 1 − 6𝑥2 − 12𝑥 − 6 + 11𝑥 + 11 − 6 ή  

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥, 𝑥 ∈ ℝ. 

Είναι 𝑓(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 ∙ (𝑥2 − 3𝑥 + 2) = 0 ⟺ 𝑥 = 0 ή 

𝑥2 − 3𝑥 + 2 = 0 ⇔ 𝑥 = 0 ή 𝑥 =1 ή 𝑥 = 2. 

Άρα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της 𝑓 με τον x’x άξονα τα Α(0,0), Β(1,0) και 

Γ(2,0). 
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Χρησιμοποιώντας ιδιότητες της αναγωγής στο 1ο τεταρτημόριο παίρνουμε: 

• 𝜎𝜐𝜈(21𝜋 − 𝜃) = 𝜎𝜐𝜈(20𝜋 + 𝜋 − 𝜃) = 𝜎𝜐𝜈(𝜋 − 𝜃) = −𝜎𝜐𝜈𝜃 

• 𝜎𝜑(17𝜋 + 𝜃) = 𝜎𝜑(16𝜋 + 𝜋 + 𝜃) = 𝜎𝜑(𝜋 + 𝜃) = 𝜎𝜑𝜃 

• 𝜀𝜑 (
21𝜋

2
− 𝜃) = 𝜀𝜑 (10𝜋 +

𝜋

2
− 𝜃) = 𝜀𝜑 (

𝜋

2
− 𝜃) = 𝜎𝜑𝜃 

• 𝜂𝜇 (
19𝜋

2
− 𝜃) = 𝜂𝜇 (

20𝜋

2
−
𝜋

2
− 𝜃) = 𝜂𝜇 (10𝜋 −

𝜋

2
− 𝜃) = 𝜂𝜇 (−

𝜋

2
− 𝜃) 

= −𝜂𝜇 (
𝜋

2
+ 𝜃) = −𝜎𝜐𝜈(−𝜃) = −𝜎𝜐𝜈𝜃 

 

Άρα  

Α =
−𝜎𝜐𝜈𝜃 ∙ 𝜎𝜑𝜃

𝜎𝜑𝜃 ∙ (−𝜎𝜐𝜈𝜃)
= 1 

οπότε ο τύπος της 𝑓 γίνεται  𝑓(𝑥) = 2 ∙ 𝜎𝜐𝜈2𝑥 + Β. 

Αφού η γραφική παράσταση της 𝑓 διέρχεται από το σημείο 𝜅 (
𝜋

2
, −2) έχουμε  

𝑓 (
𝜋

2
) = −2 ⇔ 2𝜎𝜐𝜈(2

𝜋

2
) + Β = −2 ⇔ 2 ∙ 𝜎𝜐𝜈𝜋 + Β = −2 ⇔ 

−2 + 𝛣 = −2 ⇔ Β = 0. 

 

Γ2. Έχουμε 𝑓(𝑥) = 2 ∙ 𝜎𝜐𝜈2𝑥, 𝑥 ∈ ℝ. 

Θα λύσουμε την εξίσωση 𝑓(𝑥) = −2 για 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋]. 

Έχουμε 𝑓(𝑥) = −2 ⇔ 2 ∙ 𝜎𝜐𝜈2𝑥 = −2 ⇔ 𝜎𝜐𝜈2𝑥 = −1 

Αντικαθιστώντας το -1 με 𝜎𝜐𝜈𝜋 παίρνουμε 

𝜎𝜐𝜈2𝑥 = 𝜎𝜐𝜈𝜋 ⇔ 2𝑥 = 2𝜅𝜋 + 𝜋 ή 2𝑥 = 2𝜅𝜋 − 𝜋 ⇔ 

𝑥 = 𝜅𝜋 +
𝜋

2
  ή  𝑥 = 𝜅𝜋 −

𝜋

2
, 𝜅 ∈ ℤ. 

• Για 𝑥 = 𝜅𝜋 +
𝜋

2
 και 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] παίρνουμε  

 −𝜋 ≤ 𝜅𝜋 +
𝜋

2
≤ 𝜋 ⇔ −𝜋 −

𝜋

2
≤ 𝜅𝜋 ≤ 𝜋 −

𝜋

2
⇔
−3𝜋

2
≤ 𝜅𝜋 ≤

𝜋

2
⇔ 

−
3

2
≤ 𝜅 ≤

1

2
 
𝜅∈ℤ
⇒  𝜅 = −1 ή  𝜅 = 0. 
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            Για     𝜅 = −1:  𝑥 = −𝜋 +
𝜋

2
⇔ 𝑥 =

−𝜋

2
 

             𝜅 = 0 :  𝑥 =
𝜋

2
 

• Για 𝑥 = 𝜅𝜋 −
𝜋

2
 και 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] έχουμε 

−𝜋 ≤ 𝜅𝜋 −
𝜋

2
≤ 𝜋 ⇔ −𝜋 +

𝜋

2
≤ 𝜅𝜋 ≤ 𝜋 +

𝜋

2
⇔
−𝜋

2
≤ 𝜅𝜋 ≤

3𝜋

2
⇔ 

−
1

2
≤ 𝜅 ≤

3

2
 
𝜅∈ℤ
⇒  𝜅 = 0  ή  𝜅 = 1. 

             Για  𝜅 = 0: 𝑥 = −
𝜋

2
 

             𝜅 =1 : 𝑥 = 𝜋 −
𝜋

2
⇔ 𝑥 =

𝜋

2
. 

Άρα τα κοινά σημεία της γραφικής παράστασης της 𝑓 και της 𝑦 = −2 είναι 𝛢(−
𝜋

2
, −2) 

και 𝛣(
𝜋

2
, −2) . 

 

Γ3. Για την 𝑓(𝑥) = 2 ∙ 𝜎𝜐𝜈2𝑥, 𝑥 ∈ ℝ. 

Έχει περίοδο 𝛵 =
2𝜋

2
= 𝜋, μέγιστη τιμή την 2 και ελάχιστη τιμή την – 2. 

Πίνακας τιμών για 𝑥 ∈ [0, 𝜋]: 

 𝑥 0 𝜋
4⁄  𝜋

2⁄  3𝜋
4⁄  π 

2𝑥 0 𝜋
2⁄  π 3𝜋

2⁄  2π 

𝜎𝜐𝜈2𝑥 1 0 -1 0 1 

𝑓(𝑥) = 2 ∙ 𝜎𝜐𝜈2𝑥 2 0 -2 0 2 

 

Η γραφική παράσταση της 𝑓 στο [0, 𝜋] : 

ΧΑΣΙΑΚΗΣ
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Γ4. Γνωρίζουμε ότι η μέγιστη τιμή της 𝑓 στο ℝ είναι η 2 δηλαδή 𝑓(𝑥) ≤ 2 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ. 

Επίσης, για κάθε 𝑥 ∈ ℝ έχουμε 𝑒𝑥 > 0 ⇔ 𝑒𝑥 + 2 > 2. 

Άρα δεν υπάρχει 𝑥 ∈ ℝ ώστε να ισχύει  𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 + 2 ⇔ 2𝜎𝜐𝜈2𝑥 = 𝑒𝑥 + 2 δηλαδή, η 

εξίσωση είναι αδύνατη. 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Αφού το 2 ρίζα της 𝑓(𝑥) θα είναι 𝑓(2) = 0 ⇔ 

2𝜈+2 − 5 ⋅ 22𝜈−2 + 4 ⋅ 2𝜈−2 = 0 ⇔ 2𝜈 ⋅ 22 − 5 ⋅
22𝜈

22
+ 4 ⋅

2𝜈

22
= 0 ⇔ 

4 ⋅ 2𝜈 − 5 ⋅
22𝜈

4
+ 4 ⋅

2𝜈

4
= 0 ⇔ 16 ⋅ 2𝜈 − 5 ⋅ 22𝜈 + 4 ⋅ 2𝜈 = 0 ⇔ 

20 ⋅ 2𝜈 = 5 ⋅ 22𝜈 ⇔ 4 ⋅ 2𝜈 = 22𝜈 ⇔ 2𝜈+2 = 22𝜈 ⇔ 𝜈 + 2 = 2𝜈 ⇔ 𝜈 = 2 

  

ΧΑΣΙΑΚΗΣ



 

ΟΜΟΣΠΟΝΔΙΑ ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΩΝ ΦΡΟΝΤΙΣΤΩΝ ΕΛΛΑΔΟΣ (Ο.Ε.Φ.Ε.) – ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2024 
Β΄ ΦΑΣΗ 

Ε_3.Μλ2ΓΑ(α) 

 

 

ΤΑ ΘΕΜΑΤΑ ΠΡΟΟΡΙΖΟΝΤΑΙ ΓΙΑ ΑΠΟΚΛΕΙΣΤΙΚΗ ΧΡΗΣΗ ΤΗΣ ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑΚΗΣ ΜΟΝΑΔΑΣ ΣΕΛΙΔΑ: 7 ΑΠΟ 8 

 

Δ2. Για 𝜈 = 2 ο τύπος της 𝑓 γίνεται 𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 5 ⋅ 𝑥2 + 4, 𝑥 ∈ ℝ∗ 

 𝑓(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥4 − 5 ⋅ 𝑥2 + 4 = 0, 𝑥 ∈ ℝ∗   

Θέτουμε 𝑥2 = 𝜔 > 0 οπότε η εξίσωση γίνεται 𝜔2 − 5𝜔 + 4 = 0 με ρίζες 

 𝜔 = 1 ή 𝜔 = 4. 

Άρα 𝑥2 = 1 ή 𝑥2 = 4 ⇔ 𝑥 = ±1 ή 𝑥 = ±2. 

Το τριώνυμο 𝜔2 − 5𝜔 + 4 με ρίζες 1 και 4 γράφεται 

𝜔2 − 5𝜔 + 4 = (𝜔 − 1) ∙ (𝜔 − 4) και θέτοντας για ω το 𝑥2 έχουμε  

𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 5𝑥2 + 4 = (𝑥2 − 1) ∙ (𝑥2 − 4), 𝑥 ∈ ℝ∗  

Για το πρόσημο της 𝑓(𝑥) έχουμε : 

                               

𝑥 -∞          -2               -1               0                 1                2          +∞ 

𝑥2 − 1 + + ⎯ ⎯ + + 

𝑥2 − 4 + ⎯ ⎯ ⎯ ⎯ + 

𝑓(𝑥) + ⎯ + + ⎯ + 

  

Έτσι 𝑓(𝑥) > 0 ⟺ 𝑥 ∈ (−∞,−2) ∪ (−1, 0) ∪ (0,1) ∪ (2, +∞) και 

𝑓(𝑥) < 0 ⟺ 𝑥 ∈ (−2,−1) ∪ (1, 2). 

 

Δ3. α) Για 𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 5 ⋅ 𝑥2 + 4, 𝑥 ∈ ℝ∗ έχουμε 

i. Για κάθε 𝑥 ∈ ℝ∗ ⇒ − 𝑥 ∈ ℝ∗ και  

𝑓(−𝑥) = (−𝑥)4 − 5 ⋅ (−𝑥)2 + 4 = 𝑥4 − 5𝑥2 + 4 = 𝑓(𝑥) 

άρα η  𝑓 είναι άρτια. 

 

ii. Αφού η 𝑓 άρτια για κάθε 𝛼 ∈ ℝ∗ ισχύει 𝑓(−𝛼) = 𝑓(𝑎) οπότε  

𝑓(𝑎) ⋅ 𝑓(−𝑎) = 𝑓(𝑎) ⋅ 𝑓(𝑎) = 𝑓2(𝑎) ≥ 0 

β) Γνωρίζω ότι 𝑙𝑛
1

𝑥
= 𝑙𝑛1 − 𝑙𝑛𝑥 = −𝑙𝑛𝑥 οπότε η ανίσωση γίνεται 

𝑓(𝑙𝑛𝑥) ∙ 𝑓(𝑙𝑛
1

𝑥
) ≤ 0 ⇔ 𝑓(𝑙𝑛𝑥) ∙ 𝑓(−𝑙𝑛𝑥) ≤ 0 (1) 

Όμως από Δ3ii) έχω ότι για κάθε 𝛼 ∈ ℝ∗ ισχύει 𝑓(𝑎) ⋅ 𝑓(−𝑎) ≥ 0 , οπότε θα είναι 

𝑓(𝑙𝑛𝑥) ∙ 𝑓(−𝑙𝑛𝑥) ≥ 0 (2). 

ΧΑΣΙΑΚΗΣ
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Από (1) και (2) τελικά παίρνουμε 𝑓(𝑙𝑛𝑥) ∙ 𝑓(−𝑙𝑛𝑥) = 0 ⟺ 

𝑓(𝑙𝑛𝑥) ∙ 𝑓(𝑙𝑛𝑥) = 0 ⟺ 𝑓(𝑙𝑛𝑥) = 0. 

Οι ρίζες της 𝑓(𝑥) = 0 είναι οι -2, -1, 1, 2 οπότε παίρνουμε  

                  𝑙𝑛𝑥 = −2  ή  𝑙𝑛𝑥 = −1  ή  𝑙𝑛𝑥 = 1  ή  𝑙𝑛𝑥 = 2 ⟺  

               𝑥 = 𝑒−2  ή   𝑥 = 𝑒−1  ή  𝑥 = 𝑒  ή  𝑥 = 𝑒2 , δεκτές ρίζες. 

 

Δ4. Για 𝑥0 > 0 έχουμε 

𝑥0 + 𝑙𝑛𝑥0 = 0 ⇔ 𝑙𝑛𝑥0 = −𝑥0 ⇔ 𝑒𝑙𝑛𝑥0 = 𝑒−𝑥0 ⇔
𝑥0

𝑒−𝑥0
= 1 ⇔ 𝑥0 ⋅ 𝑒

𝑥0 = 1 άρα ο 

αριθμός 𝜌 = 𝑥0 ⋅ 𝑒
𝑥0  είναι ρίζα της 𝑓(𝑥) = 0. 

ΧΑΣΙΑΚΗΣ


