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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 
Α1. Η παράγωγος της συνάρτησης cf(x) 

Έστω η συνάρτηση F(x)=cf(x). Έχουμε: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))F x h F x cf x h cf x c f x h f x         και για 0h   

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )F x h F x c f x h f x f x h f x
h h h

     
   

Επομένως 

0 0

( ) ( ) ( ( ) ( ))lim lim '( )
h h

F x h F x c f x h f x cf x
h h 

    
  
  

 

Άρα ( ( )) ' ( )c f x c f x    

 
Α2. Μια συνάρτηση f  λέγεται γνησίως αύξουσα σε ένα διάστημα Δ του πεδίου 

ορισμού της, όταν για οποιαδήποτε σημεία 1 2,x x   Δ με 1 2x x  ισχύει
   1 2f x f x  

 
Α3. α)Σ  β)Λ  γ)Σ  δ)Λ  ε)Σ 
 
Α4. 2→α , 3→β , 6→γ , 4→δ , 1→ε , 5→ζ  
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ΘΕΜΑ Β 
Β1. α) Το πεδίο ορισμού είναι: ( ) ( ] ( ]4,31,11,3 ∪−∪−−∈x  

Το Σύνολο τιμών είναι: [ ]3,0=ΣΤ  

β) Οι λύσεις της εξίσωσης είναι: 2−=x  και 0=x  

Η λύση της ανίσωσης είναι ( ) ( ) ( ]2, 1 1,0 3,4x∈ − − ∪ − ∪  

γ) Για ( ) ( ]4,31,3 ∪−−∈x  η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα. 

Για ( ]1,1−∈x  η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα. 

Στο 1=x  το ( ) 01 =f , δηλαδή στο σημείο ( )0,1  έχει ελάχιστο. 

Στο 4=x  το ( ) 34 =f , δηλαδή στο σημείο ( )3,4  έχει μέγιστο. 

δ) ( ) ,2lim
2

=
−→

xf
x

     ( ) ,3lim
1

=
−→

xf
x

     ( ) ,0lim
1

=
→

xf
x

     ( ) 2lim
3

=
→

xf
x

 

 

Β2. α) Θα πρέπει 2 6 7 0− + + ≥x x . 

Η εξίσωση 2 6 7 0− + + =x x   έχει  

( )2 24 6 4 1 7 36 28 64β γ∆ = − = − ⋅ − ⋅ = + =a  και λύσεις: 

( )1,2

6 8 2 16 64 2 2
6 8 142 2 1 7

2 2

β
− + = = −− ± ∆ − ±  − −= = = − − −⋅ −  = =

 − −

x
a

 

 
Άρα το πεδίο ορισμού είναι: [ ]1,7= −fA  

β) Τομή με τον άξονα y’y: (x=0) 2(0) 0 6 0 7 7= − + ⋅ + =f  

Άρα το σημείο τομής με τον άξονα y’y είναι το: ( )0, 7 . 

Τομή με τον άξονα x’x: (y=0) 2( ) 0 6 7 0= ⇔ − + + = ⇔f x x x  
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12

2

1
6 7 0

7
= −

⇔ − + + = ⇔  =

x
x x

x
  

Άρα τα σημεία τομής με τον άξονα x’x είναι τα: ( )1,0− και ( )7,0  

γ) 
0

2 0

2 23 3

( ) 4 6 7 4lim lim
27 3 27 3→ →

− − + + −
= =

− −x x

f x x x
x x

 

( )( )
( )( )

2 2

3 2 2

6 7 4 6 7 4
lim

3 9 6 7 4→

− + + − − + + +
= =

− − + + +x

x x x x

x x x
 

( )
( )( )

2
2 2

3 2 2 2

6 7 4
lim

3 3 6 7 4→

− + + −
= =

− − + + +x

x x

x x x
 

( )( )
2

3 2 2 2

6 7 16lim
3 3 6 7 4→

− + + −
= =

− − + + +x

x x

x x x
 

( )( )( )
2

3 2

6 9lim
3 3 3 6 7 4→

− + −
= =

− + − + + +x

x x

x x x x
 

( )( )
( )( )( )3 2

3 3
lim

3 3 3 6 7 4→

− − −
= =

− − + − + + +x

x x

x x x x
 

( )
( )( )

( )
( )( )

3 2

2

3
lim

3 3 6 7 4

3 3 0 0
18 83 3 3 3 6 3 7 4

→

− −
= =

− + − + + +

− −
= = =

− ⋅− + − + ⋅ + +

x

x

x x x
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  Πρέπει 2 2 2 1 11 4 0 4 1
4 2

x x x x− ≠ ⇔ ≠ ⇔ ≠ ⇔ ≠ ±  , άρα 






−−ℜ=

2
1,

2
1

fD  

Το σημείο ( )0,1−  ανήκει στην συνάρτηση άρα την επαληθεύει, οπότε θα ισχύει: 

( ) ( ) ( )
( )

10120
41
1120

141
11201 2

2

=⇔=++−⇔=
−

++⋅−
⇔=

−−
+−−−−

⇔=− ααααf  

Θα απλοποιήσουμε τον τύπο της συνάρτησης, οπότε παραγοντοποιούμε τους 
όρους του κλάσματος και έχουμε: ( )( )xxx 212141 2 +−=−  και 

( ) ( )( )121
2
11212 2 −+−=





 −+−=+−− xxxxxx  επειδή 

( ) ( ) 98112414 22 =+=⋅−⋅−−=−=∆ αγβ  

( )
( ) 








=
−
−

=
−
−

−=
−

=
−
+

=
−
±

=
−⋅
±−−

=
∆±−

=

2
1

4
2

4
31

1
4

4
4
31

4
31

22
91

22,1 α
βx  

Η συνάρτηση γίνεται: 

( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( ) x

x
xx

xx
xx

xx
x
xxxf

21
1

2121
211

2121
121

41
12

2

2

+
+

=
+−
−+

=
+−
−+−

=
−

+−−
=  

για κάθε   𝑥𝑥 ≠ 1
2
   και   𝑥𝑥 ≠ − 1

2
 

 

Γ2. Θα βρούμε την 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

0
21
1

21
1221

21
211211

21
1

222 <
+

−=
+

+−+
=

+

′+⋅+−+′+
=
′







+
+

=′
xx

xx
x

xxxx
x

xxf , 

οπότε η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα σε όλο το πεδίο ορισμού της και 
δεν έχει ακρότατα. 

Γ3. Θα εξετάσουμε αν το σημείο (-2,1) ανήκει στην συνάρτηση ( )
x

xxf
21
1

+
+

= . 

( ) ( ) 1
3
1

3
1

221
122 ≠=

−
−

=
−+
+−

=−f , οπότε το σημείο δεν είναι σημείο επαφής. 

Έστω 0x  η τετμημένη του σημείου επαφής, τότε η εξίσωση εφαπτομένης θα 
έχει τύπο: ( ) ( )( )000 xxxfxfy −′=−  και βάζουμε όπου 2−=x  και 1=y . 
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( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( )⇔−−−=++−+⇔−−

+
−=

+
+

−
+⋅

000
2

0

21

02
00

0 2121212
21
1

21
11

2
0

xxxxx
xx

x x

 

11222221441 0
2
0

2
000

2
00

2
00 ±=⇔=⇔=⇔+=−−−−++ xxxxxxxxx  δηλαδή 

έχουμε δύο εφαπτομένες που διέρχονται από το σημείο αυτό. 
Για 10 =x , η εξίσωση εφαπτομένης είναι: ( ) ( )( )111 −′=− xffy  με 

( )
3
2

121
111 =
⋅+

+
=f  και ( )

( ) 9
1

121
11 2 −=
⋅+

−=′f  άρα ( )
9

1
9
1

3
2 ⋅

⇔−−=− xy

 ( ) 079169 =−+⇔−−=− xyxy  

Για 10 −=x , η εξίσωση εφαπτομένης είναι: ( ) ( ) ( )( )111 −−−′=−− xffy  με 

( ) ( ) 0
121

111 =
−⋅+−

+−
=−f  και ( )

( )( )
1

1
1

121
11 2 −=−=
−⋅+

−=′f  άρα 

( ) 110 −−=⇔+−=− xyxy  

Γ4. ( )






=−

≠
+
+

=

2
1,2

2
1,

21
1

xx

x
x

x
xg

β
      

i) ( ) =
→

xg
x

2
1

lim
4
3

2
2
3

2
121

1
2
1

21
1lim

2
1

==
+

+
=

+
+

→ x
x

x
 

( )xg
x 2
lim
→ 5

3
221

12
21
1lim

2
=

⋅+
+

=
+
+

=
→ x

x
x

 

ii) Για 
2
1

≠x  η συνάρτηση g  είναι συνεχής ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων, 

για να είναι παντού συνεχής θα πρέπει να είναι συνεχής και για 
2
1

=x , 

οπότε θα πρέπει να ισχύει: 

( )
4
11

4
3

2
12

4
3

2
1lim

2
1

=⇔−=⇔−⋅=⇔





=

→
βββgxg

x
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ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. ( ) ( ) ( )
2

3 2'( ) ' ' 36 ' 10 ' 3 36
2
xf x x x x xα α

 
= + − + = + − 

 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )2''( ) '( ) ' 3 ' ' 36 ' 6f x f x x x xα α= = + − = +  

 2'(1) 3 1 1 36 3 36 33f α α α= ⋅ + ⋅ − = + − = −  

 ''( 1) 6 ( 1) 6f α α− = ⋅ − + = − +  

( ) ( ) ( )3 '' 1 ' 1 39 3 6 33 39f f α α⋅ − + = − ⇔ ⋅ − + + − = − ⇔  

1218 3 33 39 4 39 51 3
4

α α α α α− + + − = − ⇔ = − + ⇔ = ⇔ =  

Δ2. 2 2'( ) 0 3 3 36 0 12 0f x x x x x= ⇔ + − = ⇔ + − =  

 ( )2 24 1 4 1 12 1 48 49aβ γ∆ = − = − ⋅ ⋅ − = + =  

 1,2

1 7 6 31 49 2 2
1 7 82 2 1 4
2 2

x
a

β
− + = =− ± ∆ − ± = = = − − −⋅  = = −



 

            
Η f(x) είναι γνησίως αύξουσα στο ( ], 4−∞ − . Η f(x) είναι γνησίως φθίνουσα 
στο [ ]4,3− . Η f(x) είναι γνησίως αύξουσα στο [ )3,+∞ . 

Δ3. 3 1''( ) 0 6 3 0
6 2

f x x x= ⇔ + = ⇔ = − = −  
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 H f’(x) παρουσιάζει στο x0 = -1/2 Τοπικό Ελάχιστο (ολικό) με τιμή: 

 
21 1 1 3 3 3 6 144 147' 3 3 36 36

2 2 2 4 2 4 4
f − −     − = ⋅ − + ⋅ − − = − − = = −     
     

 

Δ4. Επειδή θέλουμε την εξίσωση της εφαπτομένης της f’, θα βρούμε τον 
συντελεστή διεύθυνσης λ από την 2η παράγωγο της  f στο x0 = 1. 

  ''(1) 6 1 3 9fλ = = ⋅ + =  

 2'(1) 3 1 3 1 36 30y f= = ⋅ + ⋅ − = −  

 30 9 1 39y xλ β β β= ⋅ + ⇔ − = ⋅ + ⇔ = −  

 Άρα η εξίσωση της εφαπτομένης είναι: 9 39y x= ⋅ −  

Δ5. Οι τιμές 5
4

 και 5
7

 ανήκουν στο διάστημα [ ]4,3− , στο οποίο η f είναι γνησίως 

φθίνουσα. 

 Ισχύει:  
Η f γνησίως φθίνουσα5 5 5 5

4 7 4 7
f f   > − − − − −→ <   
   

 

Δ6. H f’(x) παρουσιάζει στο x0 = -1/2 Τοπικό Ελάχιστο (ολικό) με τιμή: 147
4

−  

 Από τον ορισμό του Ελαχίστου μιας συνάρτησης, θα έχουμε: 

 ( ) ( ) ( )1 147' . . ' ' '
2 4

f x T E f x f f x ≥ ⇔ ≥ − ⇔ ≥ − ⇔ 
 

 

 ( )2 2 2147 147 147 1443 3 36 3 3 36 3
4 4 4

x x x x x x − +
⇔ + − ≥ − ⇔ + ≥ − + ⇔ + ≥  

 ( )2 2 23 3 13
4 3 4 4

x x x x x x−
⇔ + ≥ ⇔ + ≥ − ⇔ + ≥ −

⋅
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