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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Απόδειξη σελίδα 25 σχολικού βιβλίου 

Α2. Απόδειξη σελίδα 33 σχολικού βιβλίου  

Α3. (α) Λάθος (β) Σωστό (γ) Λάθος (δ) Σωστό (ε) Λάθος  

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. ( )α 3i j α 3, 1= −  = − , και  έστω ( )γ x, y=  τότε  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )α 2γ β 3, 1 2 x, y 5,3 3 2x, 1 2y 5,3+ =  − + =  + − + =  

Από την τελευταία ισότητα έχουμε 
3 2x 5 2x 2 x 1

2y 1 3 2y 4 y 2

+ = = = 
   

− = = = 
  

άρα  ( )γ 1,2=  

 

Β2. Η ευθεία (ε) είναι παράλληλη με το διάνυσμα γ  επομένως   

ε ε εγ

2
λ λ λ λ 2

1
=  =  =  

Η ευθεία που διέρχεται από το σημείο ( )Α 1,4−  και έχει συντελεστή διεύθυνσης 

ελ 2=  έχει εξίσωση :  

( ) ( )( ) ( )ε : y 4 2 x 1 y 4 2 x 1 y 4 2x 2 y 2x 6− =  − −  − = +  − = +  = +  
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Β3. Για τα σημεία  τομής της (ε) με τους άξονες έχουμε  

Για τον x x  
y 0 y 0 y 0

y 2x 6 0 2x 6 x 3

 = = =
   

= + = + = − 

    άρα ( )Β 3,0−   

Για τον y y  
x 0 x 0 x 0

y 2x 6 y 2 0 6 y 6

 = = =
   

= + =  + = 

     άρα ( )Γ 0,6   

(i) Μ μέσο του ευθύγραμμου τμήματος ΒΓ :  

B Γ
MM M

B Γ
M M

M

3x x 3 xx x
22 2

y y 6
y y

y 32 2

 + = −= = −   
   

+  = =
 =  

       άρα 
3

Μ ,3
2

 
− 
 

 

Η ευθεία  ΟΜ  συντελεστή διεύθυνσης  

M O
ΟΜ ΟΜ ΟΜ

M O

y y 3 0
λ λ λ 2

3x x
0

2

− −
=  =  = −

−
− −

 

Άρα η ευθεία ΟΜ περνάει από το  
3

Μ ,3
2

 
− 
 

 και έχει κλίση 
ΟΜλ 2= −  οπότε η 

εξίσωσή της είναι ΟΜ

3
ε : y 3 2 x y 3 2x 3 y 2x

2

 
− = −  +  − = − −  = − 

 
 

Παρατήρηση : Θα μπορούσαμε να γράψουμε απευθείας την εξίσωση ευθείας 

ΟΜ αφού θα είναι της μορφής y λx= ,διότι περνάει από το ( )Ο 0,0  

(ii) Αφού ΟΚ το ύψος του τριγώνου ΟΒΓ τότε 

ΟΚ ΒΓ ΟΚ

1
ΟΚ ΒΓ λ λ 1 λ

2
⊥   = −  = −  

Αφού 
( )

Γ B
ΒΓ ΒΓ ΒΓ

Γ B

y y 6 0
λ λ λ 2

x x 0 3

− −
=  =  =

− − −
 

Άρα η ευθεία ΟΚ έχει εξίσωση ΟΚ

1
ε : y x

2
= −  

 

  

ΧΑΣΙΑΚΗΣ



 

ΟΜΟΣΠΟΝΔΙΑ ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΩΝ ΦΡΟΝΤΙΣΤΩΝ ΕΛΛΑΔΟΣ (Ο.Ε.Φ.Ε.) – ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2023 
A΄ ΦΑΣΗ 

Ε_3.Μλ2Θ(α) 

 

 
ΤΑ ΘΕΜΑΤΑ ΠΡΟΟΡΙΖΟΝΤΑΙ ΓΙΑ ΑΠΟΚΛΕΙΣΤΙΚΗ ΧΡΗΣΗ ΤΗΣ ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑΚΗΣ ΜΟΝΑΔΑΣ ΣΕΛΙΔΑ: 3 ΑΠΟ 6 

 

ΘΕΜΑ Γ  

Γ1. Η ευθεία ΟΑ διέρχεται από την αρχή των αξόνων και έχει συντελεστή 

διεύθυνσης λ εφω= ,όπου 
π

ω
3

=  άρα λ 3=  επομένως έχει εξίσωση y 3x= . 

Άρα το σημείο Α ανήκει στην ευθεία με εξίσωση y 3x= . 

Το σημείο Γ βρίσκεται στο ημιάξονα Οx  και η απόστασή του από το Ο είναι 

4cm άρα  έχει συντεταγμένες ( )Γ 4,0 . 

Το σημείο Α έχει συντεταγμένες ( )A AΑ x , 3x . 

Αν Α  η προβολή του Α πάνω στον Οx τότε  ( )AΑ x ,0  άρα  

( ) AΑΑ 3x = , ( ) AΟΑ x =  και ( )ΟΑ 4=  οπότε  εφαρμόζοντας Πυθαγόρειο 

θεώρημα στο τρίγωνο ΟΑΑ  προκύπτει  

( ) ( ) ( )
Ax 0

2 2 2 2 2 2 2

A A A A AΟΑ ΑΑ ΟΑ 16 3x x 4x 16 x 4 x 2


 = +  = +  =  =  =      

Άρα ( )Α 2,2 3  

Το σημείο Β έχει την ίδια τεταγμένη με το σημείο Α ενώ οι τετμημένες τους 

διαφέρουν κατά 4cm, δηλαδή 
B A Bx x 4 x 6− =  =  

Άρα ( )Β 6,2 3  

Γ2. Το Κ είναι κοινό μέσο των ΑΓ και ΟΒ άρα  

 

B Ο
ΚΚΚ

B Ο
Κ Κ Κ

6 0x x x 3xx
22

y y 2 3 0
y y y 3

2 2

++ ===   
   

+ +  = = =  

 οπότε ( )Κ 3, 3  

Η πλευρά ΟΓ βρίσκεται πάνω στην ευθεία με εξίσωση y 0=  

Η πλευρά ΑΒ βρίσκεται πάνω στην ευθεία με εξίσωση y 2 3=  

Η πλευρά ΟΑ  βρίσκεται πάνω στην ευθεία με εξίσωση y 3x=  

Η ευθεία ΒΓ είναι παράλληλη στην ΟΑ και διέρχεται από το  ( )Γ 4,0  άρα έχει  

      εξίσωση ( )y 0 3 x 4 y 3x 4 3− = −  = − . 
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Γ3. Βρίσκουμε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων αφού όλα τα σημεία που 

υπάρχουν είναι γνωστά . 

( )ΟΑ 2,2 3=  ,  ( )ΟΒ 6,2 3=  , ( )ΒΑ 4,0= − , ( )ΚΑ 1, 3= − , ( )ΚΒ 3, 3=  

i) ( ) ( )2,2 3 6,2 3 12 12 24ΟΑ ΟΒ =  = = +   

ii) ( ) ( ) 8ΟΑ Β 2Α ,2 3 4,0=  − = −  

iii) ( ) ( ) 0Κ 1, 3 3 3ΚΒ ,Α =  − =   

iv) ( ) ( ) 4Α 1, 3 2, 3Κ Α 2 2Ο 6= −  − − = − + =  

 

Γ4. Η δοθείσα σχέση ισοδύναμα γίνεται :   

( ) ( )
2 2

ΓΜ ΓΒ ΚΒ ΟΑ ΚΓ ΑΜ ΓΜ ΓΒ ΒΚ ΟΑ ΚΓ ΑΜ +− + =   + =   

2 2

ΓΜ ΓΚ ΟΑ ΚΓ ΑΜ ΓΜ ΓΚ ΚΓ ΑΜ ΟΑ 0  + =   −  + =  

( )
2 2

ΓΜ ΓΚ ΓΚ ΑΜ ΟΑ 0 ΓΚ ΓΜ ΑΜ ΟΑ 0  +  + =  + + =  

Έχουμε ( )ΓΚ 1, 3= −  , ( )ΓΜ x 4, y= − , ( )ΑΜ x 2, y 2 3= − −   

και  ( ) ( ) ( )ΓΜ ΑΜ x 4, y x 2, y 2 3 2x 6,2y 2 3+ = − + − − = − −  

ενώ ( )
2 2

ΟΑ ΟΑ 16= =  

Άρα ( ) ( )1, 3 2x 6,2y 2 3 16 0 2x 6 2 3y 6 16 0−  − − + =  − + − − + =  

3 8 3
2 3y 2x 16 y x

3 3
 = −  = −  

άρα τα σημεία ( )Μ x, y του επιπέδου που ικανοποιούν τη σχέση 

( )
2

ΓΜ ΓΒ ΚΒ ΟΑ ΚΓ ΑΜ − + =   βρίσκονται πάνω στην ευθεία με εξίσωση 

3 8 3
y x

3 3
= −  η οποία έχει συντελεστή διεύθυνσης 

3
λ

3
=  
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Η διαγώνιος ΑΓ έχει συντελεστή διεύθυνσης Γ A
ΑΓ

Γ A

y y 2 3
λ 3

x x 2

− −
= = = −

−
 

Επειδή ΑΓ

3
λ λ 3 1

3
 = −  = −  οι ευθείες τέμνονται  κάθετα.   

 

ΘΕΜΑ Δ  

Δ1. ( )
α 1

u / /v det u,v 0 0 2 α β 0 β 2 α
β 2

 =  =  − =  =  (1) 

Επίσης 
( )1

α 2 β 5 α 4 α 5 5 α 5 α 1+ =  + =  =  =  

Άρα β 2=  

Επομένως ( )u 1,1=  και ( )v 2,2= , από τις συντεταγμένες των u,v  προκύπτει  

( ) ( )v 2,2 2 1,1 2u= =  =  άρα u v  

 

Δ2. ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2α β 5α 2β α β 5α 2β 0 5α 2α β 5α β 2β 0+ ⊥ −  +  −  −  +  − =  

22
5 α 3α β 2 β 0 5 3α β 8 0 α β 1 +  − =  +  − =   =  

Επομένως για την γωνία  ( )α,β  έχουμε  

α β 1
συν α,β συν α,β

2α β

    
=  =   

   
 άρα 

π
α,β

3

 
= 

 
 

 

Δ3. Υπολογίζουμε πρώτα τα 2α β  ,  v u− −  

( )
22

2 22α β 2α β 4α 4α β β 4 4 4 4− = − = −  + = − + =  άρα 2α β 2− =  

( ) ( ) ( )v u 2,2 1,1 1,1− = − =  άρα 
2 2v u 1 1 2− = + =  
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Άρα η εξίσωση 4 2α β x 2 v u − =  −  γίνεται 
1

8x 2 x
2

=  =  

( )
( ) ( ) ( )

2α y α 2 β yα 2α β y 2
α 1 y α α 1 y α α 1 y α

1 2 3α β

 +  +  + 
 = −    = −    = −  

++  
 

Από την τελευταία ισότητα αφού α 0  προκύπτει  

y 2 1
1 y y 2 3 3y 4y 1 y

3 4

+
= −  + = −  =  =  

 

Δ4. Αφού α  είναι ομόρροπο με τον Οx τότε ( )α x,0 ,x 0=   

Ισχύει 
2 2α 1 x 0 1 x 1=  + =  =  άρα ( )α 1,0=  

Η γωνία που σχηματίζουν τα α,u  είναι 

α u 1 2
συν α,u συν α,u συν α,u

α u 22

       
=  =  =     

     
 άρα ( ) π

α,u
4

=  

Οπότε 
π π π

3 2
β,u

4 1

 
  = −


=
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