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∂ÈÏÂÁÌ¤Ó· ı¤Ì·Ù· ÁÈ· ÙÔ˘˜ ˘Ô„‹ÊÈÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ ÙË˜
°� Ù¿ÍË˜ ∂ÓÈ·›Ô˘  §˘ÎÂ›Ô˘.

>1Ô £∂ª∞:ŒÛÙˆ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ

Î·È Ë g  ÌÂ 

i) Â¿Ó ÈÛ¯‡ÂÈ ,ÁÈ· Î¿ıÂ x>0 Î·È Ë f
·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ÛÙÔ xo=1 ÙÔÈÎfi ·ÎÚfiÙ·ÙÔ ÙfiÙÂ Ó· ‚ÚÂıÂ› Ô Ù‡Ô˜
ÙË˜  f.
ii) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ Ï¿ÁÈ· ·Û‡ÌÙˆÙË ÙË˜ Cf ÛÙÔ 

>2o £∂ª∞: ¢›ÓÂÙ·È Ë ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË 

ÛÙÔ Û˘Ó¿ÚÙËÛË f ÁÈ· ÙËÓ ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ fiÙÈ 

ÁÈ· Î¿ıÂ x E Î·È ÔÈ ÌÈÁ·‰ÈÎÔ› ÌÂ , Î·È 

ÌÂ  Ô<·<‚ ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ ÈÛ¯‡ÂÈ fiÙÈ : 

. ¢Â›ÍÙÂ fiÙÈ ·) , ‚) ,
Á) À¿Ú¯ÂÈ ¤Ó·˜ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ Í ∂ (·,‚)Ù¤ÙÔÈÔ˜ ÒÛÙÂ

>3o £∂ª∞: ∏ f Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ‹ÛÈÌË ÛÙÔ R Î·È Ë f’ Â›Ó·È 1-1. ¡· 
‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë Î¿ıÂ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË  ÙË˜ Cf ¤¯ÂÈ ¤Ó· ÌÔÓ·‰ÈÎfi ÎÔÈÓfi
ÛËÌÂ›Ô ÌÂ ÙËÓ Cf

>4o £∂ª∞: ¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f(x)= x+ ln(ex - 1)
i) ¡· ÌÂÏÂÙ‹ÛÂÙÂ ÙËÓ f ̂ ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÌÔÓÔÙÔÓ›·
ii)¡· ‚ÚÂıÂ› ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ ÙË˜ f
iii) ¡· ‚ÚÂıÂ›  ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ÚÈ˙ÒÓ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ f(x)= 1

i) ∏ g Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ ÌÂ 

¿Ú· g’(x)=1 ÔfiÙÂ Ë g(x)=x+c 

¶ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi˜ ÛÙ·ıÂÚ¿˜ c: H f ÂÌÊ·Ó›˙ÂÈ ÛÙÔ x0= 1>0 ÙÔÈ-

Îfi ·ÎÚfiÙ·ÙÔ Î·È ÂÂÈ‰‹ Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË, ¿Ú· ·fi

£.fermat ÈÛ¯‡ÂÈ f’(1)=0. ∞ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÒ ÛÙËÓ Û¯¤ÛË 

fiÔ˘ x=1 Î·È ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ 

ÕÚ·,  

√fiÙÂ

ii)∏ Ï¿ÁÈ· ·Û‡ÌÙˆÙË ÙË˜ Cf ÛÙÔ ı· Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

y=Ï¯+‚. ŸÔ˘
ŸÔ˘ 

ÂÂÈ‰‹ Î·È 

√fiÙÂ ÙÔ fiÚÈÔ ÙˆÓ (1) ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ‚=-1-2=-3. ÕÚ·, Ë ·Û‡ÌÙˆ-

ÙË Â›Ó·È Ë y=1.x-3 y=x-3

·)

‚)

ŸÌˆ˜ ¿Ú·

Á)£ÂˆÚÒ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ∏ g ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙÈ˜ ̆ Ôı¤ÛÂÈ˜

ÙÔ˘ £. Rolle ÛÙÔ [·, ‚] ‰ÈfiÙÈ Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ [·, ‚] Î·È ·Ú·
ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ (·, ‚) ÌÂ 

Î·È

.

ÕÚ·, ̆ ¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ Í∂ (·, ‚) ÒÛÙÂ g’(Í)= 0
f’(Í). Í-  2. f(Í)=0 

ŒÛÙˆ (Â) ÌÈ· Ù˘¯·›· ÂÊ·ÙfiÌÂÓË ÙË˜ Cf ÛÙÔ ª(x0, f(x0)), ÙfiÙÂ
Â: y=f’(x0)(x- x0)+f(x0). √È ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔÌ‹˜ ÙË˜ 
(Â) Î·È ÙË˜ Cf ÚÔÎ˘ÙÔ‡Ó ·fi ÙÈ˜ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÂÍÈÛÒÛË˜:
f(x)= f’(x0)(x- x0)+f(x0) (1) Ë ÔÔ›· ¤¯ÂÈ ÚÔÊ·Ó‹ Ï‡ÛË ÙËÓ 
x=x0. ŒÛÙˆ fiÙÈ Ë (1) ¤¯ÂÈ Î·È ‰Â‡ÙÂÚË Ï‡ÛË x1 ÌÂ 

ÙfiÙÂ f(x1)= f’(x0). (x1- x0) +f(x0)

∞Ô £.ª.∆. ÛÙÔ [x1, x0] ‹ [x0, x1 ] ̆ ¿Ú¯ÂÈ  Í ∂(x1, x0) ‹ (x0, x1 )

ÒÛÙÂ ∞Ô (2)ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ f’(Í)= f’(x0)

Í= x0 (f’: “1- 1”) ÕÙÔÔ ·ÊÔ‡ Í ∂(x1, x0) ‹ (x0, x1 ).

È) £· Ú¤ÂÈ x>0. ÕÚ·, 

∏f Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ ÌÂ 

¿Ú· Ë f Â›Ó·È ÁÓ‹ÛÈ· ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ 

ÈÈ)∏ f Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ ¿Ú· ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ 

ÙË˜ f Â›Ó·È . ∂›Ó·È

Î·È 

. 

√fiÙÂ f(A)= =R  

ÈÈÈ) ¶·Ú·ÙËÚÒ fiÙÈ 0 ∂f(A)¿Ú· Ë ÂÍ›ÛˆÛË f(x)=0 ¤¯ÂÈ ÙÔ˘Ï¿¯È

ÛÙÔÓ ÌÈ· Ú›˙· ÛÙÔ Î·È ÂÂÈ‰‹ Â›Ó·È ÁÓ‹ÛÈ· ·‡ÍÔ˘Û·, 
ÙfiÙÂ Ë Ú›˙· ·˘Ù‹  Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎ‹.

∆· ı¤Ì·Ù· ÂÈÌÂÏ‹ıËÎ·Ó Ù· ÊÚÔÓÙÈÛÙ‹ÚÈ· 

°.Ã∞™π∞∫∏™
ÛÙÔÓ ¶∂πƒ∞π∞ 

(0, +∞)

(-∞, +∞)

 limx→+∞f(x)= limx→+∞ (x+ ln(e-x- 1)= +∞

limx→0+f(x)= limx→0+ (x+ ln(e-x- 1)= -∞ 

f(A)= ( limx→0+f(x), limx→+∞f(x) )

(0, +∞)

(0, +∞)

f'(x)=1+ 1
ex- 1

. (ex- 1)'= 1+ ex

ex- 1
> 0

(0, +∞)

Df= (0, +∞)

⇔ex>e0
⇔ex>1⇔ex -1>0

⇔
f'(ξ)=

f(x1)- f(x0)
x1- x0

 

f'(x0)=
f(x1)- f(x0)

x1- x0

 (2)

⇔x1≠ x0

f'(ξ)=
2f(ξ)

ξ

⇔

⇔

g(α)=f(α)

α2
 =

f(β)

β
2

= g(β)

g'(x)=f'(x). x- 2. f(x)

x3⇔
g'(x)=f'(x). x2- 2x. f(x)

x4

g(x)=f(x)

x2

f(α)

α2
 =

f(β)

β
2

⇔
α2

β
2
 = f(α)

f(β)

Re(z.w)=0

z.w=(α2+ f(α)i). ( 1

β
2
+ 1

f(β)
i)= (α

2

β
2
- f(α)

f(β)
)+ ( α2

f(β)
+ f(α)

β
2

)i

Re(z.w)=0
⇔2Re(z.w)=0⇔ z.w+ z.w= 0⇔2 z.w+ 2 w. z= 0

⇔z.z +z.w+w.z+w.w= z. z- z.w-w.z+w.w
⇔(z+w).(z+w)=(z-w).(z-w)

⇔z+w2 = z-w2
⇔z+w= z-w

⇔

limx→+∞2e -1
x=2

limx→+∞
e -1

x-1

1
x

=(LH)=-1

 =limx→+∞[e
 -1
x-1

1
x

-2e -1
x]   (1)

= limx→+∞(xe -1
x-2e -1

x-x)=limx→+∞[x(e -1
x-1)-2e -1

x] =

β= limx→+∞[f(x)-λx]=limx→+∞[(x-2)e -1
x-x]=

= limx→+∞[(1-2
x

)e -1x]= (1-0).e0=1

λ= limx→+∞
f(x)

x
=limx→+∞

(x-2)e -1
x

x
=

+∞

f(x)=(x-2).e-1
x , x>0

(1+c)e-1=-e -1⇔1+c= -1 ⇔ c=-2

f(1)=-e-1
f'(x)-1

x2
f(x)=e-1

x

e1
x⋅ f(x)=x+c⇔f(x)= (x+c).e-1

x  

⇔

=e1
x(f'(x)- 1

x2
.f(x))=e1

x.e-1
x =e0=1

g'(x)=(e1
x⋅ f(x))'=- 1

x2
.e1

x.f(x)+e1
x.f'(x)=

0,+∞

f'(ξ)=
2f(ξ)

ξ

f(α)

α2
 =

f(β)

β
2Re(z.w)=0z+w= z-w

w= 1

β
2
+ 1

f(β)
.i

z= α2+f(α).i0,+∞

f(x)≠00,+∞

+∞

f′(x)- 1

x2
 ⋅ f(x)=e -1

x

g(x)=e 1
x⋅ f(x)

0,+∞
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M·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ∫·ÙÂ‡ı˘ÓÛË˜

∞¶∞¡∆∏™H ™∆√ 3Ô £∂ª∞ 

∞¶∞¡∆∏™H ™∆√ 2Ô £∂ª∞ 

∞¶∞¡∆∏™H ™∆√ 1Ô £∂ª∞ 

w)

∞¶∞¡∆∏™H ™∆√ 4Ô £∂ª∞ 


